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Capitolo  3
MODULAZIONE  OFDM

3.1   Introduzione

La sigla OFDM sta per ORTHOGONAL FREQUENCY DIVISION MULTIPLEX, ossia multiplazione a divisione di frequenza ortogonale. Si tratta della tecnica di modulazione numerica adottata per le trasmissioni ADSL, in cui si utilizza la linea telefonica per realizzare un collegamento numerico ad alta velocità, e molto usata con sempre più crescente utilizzo nelle comunicazioni a banda larga, come le reti di accesso fisse a banda larga, le trasmissioni broadcast audio e video e negli standard per wireless LAN   IEEE 802.11a  e  802.11g. 

La trasmissione OFDM ha la particolarità di utilizzare in modo ottimo la banda del canale, e di ridurre l'operazione di equalizzazione ad un prodotto tra vettori.

Infatti comunicazioni ad elevato bit rate sono limitate dal fenomeno dell’interferenza di intersimbolo (ISI), causato dai fenomeni dispersivi del canale radio, dati dalle differenze di cammino del segnale trasmesso durante la propagazione tra l’antenna trasmittente e ricevente.

Un modo per affrontare tale problema, è appunto quello di usare l’OFDM che impiega una serie di sottoportanti ortogonali fra di loro, cosicché l’informazione possa essere trasmessa in simboli paralleli con ISI limitata.

Un segnale OFDM per ogni sottocanale ha i seguenti i vantaggi:

· Efficienza spettrale insuperabile da qualsiasi altra modulazione per N (numero dei canali) sufficientemente grande (a parità di cardinalità tra le costellazioni).

· Alta immunità all’ISI (intersymbol interference) poiché il tempo di simbolo di ogni sottocanale T risulta essere molto elevato e dunque l’allargamento del simbolo inviato, pari circa al delay spread per canale wireless e alla durata della risposta impulsiva per canale wired, è trascurabile rispetto al tempo di segnalazione. Tale proprietà si può equivalentemente esprimere affermando che le varie sottobande hanno un’estensione spettrale molto inferiore alla banda del mezzo trasmissivo, quindi la risposta in frequenza di quest'ultimo è relativamente piatta per ognuna di esse, rendendo di fatto inutile l’equalizzazione in ricezione.

· Alta immunità ai disturbi di natura impulsiva (quindi anche al fast fading) perché, dato l’elevato tempo di segnalazione, essi corrompono solo una piccola parte del simbolo e vengono poi “mediati” su tutto il simbolo stesso dal filtro adattato in ricezione.

· Elevata reiezione al rumore bianco poiché gli N filtri adattati in ricezione hanno ciascuno una banda equivalente di rumore molto stretta, che si dimostrerà essere pari a 
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, dove T è il tempo di simbolo (uguale per ogni sottocanale).

3.2 Rappresentazione nel tempo ed in frequenza del segnale

        OFDM
La sigla OFDM sintetizza che si tratta di una trasmissione a divisione di frequenza, in cui i diversi canali adottano forme d'onda ortogonali. 
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Fig. 3.1   Modulazione OFDM come evoluzione della modulazione FSK

Concettualmente possiamo pensare l'OFDM come una evoluzione della modulazione FSK, in cui però tutte le diverse frequenze 
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   con n = 0, 1,..., N - 1, sono utilizzate contemporaneamente, ed ognuna realizza una modulazione numerica anche a più livelli (es. QPSK o QAM) con impulso NRZ rettangolare. Indicando ora con  
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  le coordinate nel piano dell'inviluppo complesso di un generico punto della costellazione realizzata per la portante fn all'istante t = kT, il segnale OFDM può essere scritto come 
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	(3.1)

	 
	
	 
	 



in cui la prima sommatoria (su k) identifica gli istanti di simbolo, e la seconda (su n) le diverse portanti. 

E' facile osservare che tale segnale presenta un inviluppo complesso pari a 
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Fig. 3.2   Segnale OFDM trasmesso e ricevuto

L'espressione (3.2) non vincola la durata T di un simbolo ad un valore particolare; deve però risultare  
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,  in quanto il ricevitore opera sul segnale una finestratura temporale di estensione  
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  allo scopo di rendere ortogonali tra loro le frequenze  
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,  e mettere in grado il ricevitore di calcolare i valori ank per tutti gli n presenti all'istante t = kT, mediante un ricevitore a correlazione. 

L'intervallo T0 è detto periodo principale del simbolo OFDM, mentre la differenza Tg = T - T0 è indicata come tempo di guardia, od anche preambolo, ed il segnale ricevuto durante Tg non è usato in ricezione. Il motivo di tale “spreco'' risiede nel fatto che, in presenza di un canale non perfetto, la parte iniziale di ogni simbolo risulta corrotta (vedi figura 3.2) da una interferenza intersimbolica (ISI) dovuta al risultato della convoluzione tra la coda del simbolo precedente e  la risposta impulsiva h(t) del canale. 

Consideriamo ora un solo simbolo (fissiamo k = 0 e consideriamo l'origine dei tempi ritardata di Tg) ricevuto nell'intervallo 
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 , con inviluppo complesso 
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e calcoliamone la trasformata per determinare l'occupazione di banda: 
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Fig. 3.3   Spettro di un simbolo OFDM

Otteniamo quindi il risultato mostrato in figura 3.3, dove si evidenzia come ogni funzione sinc risulti moltiplicata per uno dei coefficienti  an, che potrebbero quindi essere ri-ottenuti in ricezione campionando (in modo complesso)  X(f) con passo f
Dalla (3.4) si ottiene la densità di potenza  PxR(f)  dell'inviluppo complesso  ricevuto e finestrato, di cui  XT0(f)  rappresenta la trasformata di un generico periodo principale, dopo aver specificato il numero di bit Mn e la potenza Pn assegnate alla portante n-esima, vincolate a fornire 
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Essendo le portanti ortogonali nel periodo T0, possiamo applicare la relazione 
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  alle singole componenti e sommare i contributi. Nel caso in cui la sequenza  
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  sia a valori indipendenti ed uniformemente distribuiti su di una costellazione QAM quadrata  in cui Ln = 2Mn, si ottiene che 
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  , permettendo di scrivere la densità potenza  dell’inviluppo complesso del segnale ricevuto in ingresso al demodulatore come 
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a cui corrisponde una potenza complessiva pari a 


[image: image20.wmf]å

-

=

=

1

0

2

0

N

n

n

T

T

x

P

P

R




Infine, la potenza totale  del segnale reale in ricezione risulta 
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in cui è evidenziata la perdita di potenza legata alla presenza del preambolo.

3.3 Architettura di modulazione e demodulazione

3.3.1   Modulatore OFDM

Una caratteristica fondamentale della modulazione OFDM è quella di essere realizzata senza oscillatori e integratori, ma completamente tramite circuiti digitali. 

Con riferimento alla figura 3.5, il flusso binario a frequenza fb viene parallelizzato per formare simboli ad L = 2M livelli . Questi M bit/simbolo sono suddivisi in 
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 . Ogni gruppo di Mn bit produce un punto di costellazione  
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  scelto tra Ln = 2Mn punti possibili. 
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Fig. 3.4   Segnale OFDM in frequenza 

La sequenza  
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  viene “arricchita” con 
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  valori nulli (metà all'inizio e metà alla fine) in modo da ottenere una nuova sequenza di N  valori, in modo che la sommatoria di (3.4) dia luogo ad un inviluppo complesso praticamente limitato in banda (vedi figura) tra (circa) [-Nf, +Nf]   Hz,   che può essere pertanto rappresentato dai suoi campioni presi a frequenza 
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Il blocco indicato come FFT-1 svolge proprio questa operazione: esso infatti esegue efficentemente il calcolo  DFT:
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	Figura 3.5: Architettura di un modulatore OFDM numerico




Il risultato della FFT-1 è quindi una sequenza di coefficienti complessi 
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, che a meno di un segno alterno sono uguali ai campioni dell'inviluppo complesso 
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   fornito dalla (3.3) relativo ad un simbolo. Il preambolo da trasmettere durante il tempo di guardia Tg si ottiene “aggiungendo” in testa a 
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  un gruppo di campioni prelevati dalla coda. 

Infine, le parti reale ed immaginaria  di 
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  sono inviate ad una coppia di convertitori D/A operanti  a  frequenza 
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 in modo da ottenere le Componenti Analogiche di Bassa Frequenza., utilizzate per produrre il segnale  
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   mediante una coppia di modulatori in fase e quadratura. 

3.3.2   Efficienza dell'OFDM

L’OFDM è una tra le tecniche di modulazione che meglio approssima i risultati della teoria dell'informazione; tanto più quanto maggiore è la sua efficienza. Quest'ultima si ottiene considerando che solo 
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 portanti su N trasportano informazione, e che solo fc . T0 campioni su fc . T sono unici; combinando queste quantità si ottiene 
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(3.7)
che misura la frazione di segnale utile rispetto all'occupazione di banda ed al numero di campioni/simbolo presenti in 
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 . La ridondanza introdotta (le portanti vuote ed il preambolo) è della stessa natura di quella introdotta dal roll-off    di un impulso a coseno rialzato, in quanto ha lo scopo di evitare che si verifichino fenomeni di interferenza tra simboli. Osserviamo che l'efficienza migliora all'aumentare di T e di N, cioè all’aumentare della concentrazione di campioni per periodo, dato che Tg ed N - 
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3.3.3   Demodulatore OFDM

Per ottenere gli elementi della sequenza 
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 e quindi il gruppo di M bit che hanno originato il simbolo, si adotta l'architettura mostrata in figura 3.6.
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	Figura 3.6: Architettura di un demodulatore OFDM numerico




che svolge una azione del tutto inversa a quella del modulatore. 

Innanzitutto il ricevitore deve acquisire il sincronismo di simbolo per determinare l'inizio della ricezione di un singolo blocco di campioni. Il segnale ricevuto viene quindi demodulato in fase e quadratura, e le Componenti Analogiche in Bassa Frequenza campionate a frequenza
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.   Dopo l'inversione di segno ad indici alterni, gli fc . Tg = Ng campioni del preambolo sono rimossi, ed una FFT permette di ottenere i valori 
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Solo gli 
[image: image47.wmf]N
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 valori centrali sono avviati verso altrettanti decisori, che determinano il punto di costellazione più vicino al simbolo an ricevuto per ogni portante, lo codificano con Mn bit, ed il risultato finale è nuovamente serializzato per produrre gli M bit che hanno dato origine al simbolo. 

3.4 Prestazioni

Indicando con e(t) il segnale di rumore introdotto dal canale, supporremo che esso sia ancora additivo nonché membro di un processo gaussiano con spettro di densità di potenza 
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 uniforme in un intorno sufficientemente ampio della nostra portante 
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3.4.1   Calcolo della probabilità di errore

Il calcolo della Pe e si basa su quello relativo alle probabilità di errore Pen condizionato alle singole portanti. Dato che la portante n-esima trasporta Mn bit/simbolo, la probabilità che un bit generico provenga dalla portante n-esima risulta pari a Pr (n) =  
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	Pe = 
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La Pen dipende dal numero di livelli Ln = 2Mn scelto per la portante n-esima, e dal rapporto 
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Per determinare il valore di Pen conviene applicare i risultati trovati per la modulazione QAM, particolarizzati al caso attuale, in cui si adottano impulsi rettangolari di durata T0 = 
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è la probabilità di errore su di uno dei rami (in fase od in quadratura) della n-esima costellazione di tipo QAM. Quindi per ottenere la probabilità d’errore è sufficiente determinare il rapporto segnale rumore per ciascuna sottoportante, che abbiamo indicato con SNRn. 

Per il calcolo di 

SNRn = 
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osserviamo che la potenza
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dell'inviluppo complesso del segnale ricevuto sulla portante n-esima, è pari a 
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in cui P è la potenza totale ricevuta, e 
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 è la frazione di potenza assegnata alla n-esima portante. Resta quindi da determinare 
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Per quanto riguarda 
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 dei campioni dell'inviluppo complesso del rumore, e determinare il valore 
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in virtù del fatto che i valori  
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Sviluppando 
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e tenendo conto che      E 
[image: image81.wmf](

)

{

}

*

1()()

hk

cc

nhTnkT

-

-

=  
[image: image82.wmf]()

(())

jhk

Nc

eRhkT

p

-

-

 

otteniamo: 

	
	
[image: image83.wmf]n

N

P

=
	
[image: image84.wmf]11

2

()

2

00

1

(())

hk

NN

jn

jhk

N

Nc

hk

RhkTee

N

p

p

-

--

-

-

==

-

åå

=  
[image: image85.wmf]1

2

2

2

(1)

1

()

c

c

mT

m

N

j

jn

T

N

Nc

mN

Nm

RmTee

NN

p

p

-

-

=--

-

å

 =
	 

	 
	
	
	 

	 
	= 
[image: image86.wmf]1

N


	
[image: image87.wmf]1

2

(1)

()

m

N

jn

N

mN

zme

p

-

-

=--

å


	(3.11)


in cui l'ultima riga semplifica l'espressione introducendo la sequenza 
[image: image88.wmf](

)

{

}

zm

 di lunghezza N, che si ottiene campionando 

	z(t) = 
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agli istanti t = mTc con Tc = 
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Si può poi dimostrare come, per N sufficientemente elevato, la (3.11) possa essere calcolata in funzione dei campioni della trasformata Z(f) = 
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, ed in particolare di come risulti 
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in cui si è indicata la densità di potenza in ingresso come  
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Siamo finalmente in grado di scrivere 

SNRn = 
[image: image95.wmf]n

n

R

N

P

P

= 
[image: image96.wmf]0

0000

0000

2

2()()()()

n

n

b

s

nnnn

nnnn

T

P

E

TTPTET

T

M

NfTNfTNfTNf

a

aaa

===

D


avendo posto Es = T0P  pari all'energia di un simbolo di durata T0 = 
[image: image97.wmf]1
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. L'energia per bit risulta dunque Eb = 
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[image: image99.wmf]n

s

b

n

E

E

M

=

. 

La  probabilità di errore risulta quindi 

	Pe/n = 
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Se 
[image: image102.wmf]()

N

Pf

 non dipende da f  (caso di rumore bianco), possiamo semplificare la (3.13), sostituendo ad 
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3.4.2   Confronto con la portante singola 

Proviamo a verificare se la modulazione OFDM è vantaggiosa in termini di prestazioni, per una medesima occupazione di banda ed a parità di potenza. Nel caso in cui il tempo di guardia

Tg = T - T0 sia nullo, in presenza di rumore bianco, e scegliendo un intervallo di simbolo T0 = 
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da cui derivare  MOFDM = T0 . fb,   Mn =  
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 , si ottengono valori 
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uguali per le diverse portanti, a cui corrisponde il miglior valore di 

PeOFDM = Pe/n = 
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ottenuta tenendo conto che 
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Mn = Es = EbMOFDM = Eblog2LOFDM. 

Nel caso in cui si adotti una modulazione a portante singola con impulso a coseno rialzato e roff-off 
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, si determina una occupazione di banda pari a B = fL (1 + che, se eguagliata a quella del caso OFDM, fornisce fL = 
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Pertanto in questo caso si ottiene 

	PeQAM
	=
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che risulta identico a PeOFDM qualora si noti che Ln = 2Mn = 
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E allora dov'è la convenienza ? E' il tema dei prossimi paragrafi. 

3.5   Equalizzazione e prefisso ciclico
3.5.1   Equalizzazione

Consideriamo il caso in cui la trasmissione attraversi un canale descritto da un inviluppo complesso 
[image: image122.wmf]()
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 in cui il modulo non è costante e/o la fase non è lineare: in tal caso 
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di (3.4) si altera ed i valori 
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restituiti dalla (3.8) si modificano in  
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. Come anticipato, l'equalizzazione è pertanto ridotta ad eseguire un semplice prodotto scalare tra il vettore dei valori 
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Nel caso in cui la distorsione non sia eccessiva, si può evitare del tutto lo stadio di equalizzazione, e ricorrere ad una modulazione differenziale. In presenza di distorsione di fase infatti, il piano dell'inviluppo complesso subisce, per ogni portante consecutiva, una rotazione pari alla differenza della fase di 
[image: image128.wmf]()
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 calcolata per le due frequenze contigue. Se questa quantità non è eccessiva, si può prendere come riferimento di fase il risultato della demodulazione della portante precedente. 

3.5.2   Utilizzo del prefisso ciclico per eliminare ICI e ISI

E’ possibile interpretare il segnale OFDM come la sovrapposizione di N / 2–1 sinusoidi di frequenza 
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 (k=1, 2, … N / 2–1), con fase e ampiezza di ciascuna che variano ad ogni tempo di segnalazione T a seconda del simbolo da trasmettere.

Anche se una modulazione OFDM con N / 2–1 sottocanali rende il rapporto 
[image: image130.wmf]P

T

T

/

 maggiore di  (N / 2)–1 volte rispetto ad una trasmissione seriale convenzionale, in pratica, però, TP non è solitamente del tutto trascurabile, dunque l’allargamento dei vari impulsi sinusoidali inviati generi ISI in ricezione tra simboli adiacenti. Per arginare il problema è allora sufficiente inserire un tempo di “attesa” di durata TP tra simboli successivi nel quale non si trasmette segnale, come indicato in fig. 3.7.
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Fig. 3.7 Utilizzo di un tempo di attesa TP tra l’invio di simboli successivi per evitare ISI in ricezione.

Ovviamente, se da un lato un simile approccio elimina l’ISI, dall’altro diminuisce anche il bit–rate inviato di un fattore
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Non è però questo il maggior inconveniente che si presenta, infatti la distorsione subita dai vari impulsi sinusoidali durante la prima parte TP di ogni simbolo fa sì che ora le forme di base degli  (N / 2) – 1 sottocanali non siano più perfettamente ortogonali tra di loro durante un tempo di segnalazione.  

Prove sperimentali mostrano un comportamento inaccettabile già per TP pari al 10% di T ed infatti il problema dell’ICI provocato dalla distorsione introdotta dal canale è stato a lungo il principale ostacolo della modulazione OFDM, fino a che nel 1980 A. Peled e A. Ruiz introdussero l’uso del cosiddetto prefisso ciclico. L’approccio adottato in questo caso prevedeva ancora di inviare un simbolo di durata T+TP , ottenuto però questa volta ricopiando al suo inizio l’ultima parte TP di esso.
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                                                                                                 TP
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Fig. 3.8 Effetto del prefisso ciclico sul simbolo inviato da un sottocanale OFDM.

Dalla fig. 3.8 si può notare come, poichè le forme di base dei sottocanali hanno periodo sottomultiplo di T, copiare l’ultima parte del simbolo non comporti discontinuità: è questa una proprietà che risulterà nel seguito essere di fondamentale importanza. Ottenere un segnale OFDM con prefisso ciclico è molto semplice, infatti è sufficiente inviare al D/A di fig.3.5  prima gli ultimi k valori elaborati dalla IFFT in trasmissione e successivamente tutti gli N usuali, con
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In ricezione poi saranno scartati i primi k punti ricevuti e verrà effettuata la FFT sui successivi N.

E’ opportuno illustrare ora  una spiegazione intuitiva di come tale metodo elimini contemporaneamente ISI e ICI.  Si supponga la situazione seguente mostrata in figura 3.9, posto x(t) il segnale OFDM inviato e h(t) la risposta impulsiva del canale.
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Fig. 3.9 Effetto della convoluzione lineare sul segnale OFDM con prefisso ciclico.

Il segnale ricevuto y(t) sarà allora al solito


[image: image133.wmf]ò

ò

¥

+

¥

-

-

-

=

-

=

t

T

t

P

d

t

h

x

d

t

h

x

t

y

t

t

t

t

t

t

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

.



(3.16)

Il demodulatore comincerà dunque a campionare y(t) per t=–TP ma, poiché scarta i k punti iniziali, il primo campione della FFT sarà 
[image: image134.wmf])
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. Dalla fig. 3.9 si osserva come, grazie proprio al fatto che il prefisso ciclico non introduce discontinuità all’interno del simbolo complessivo T+TP , per 
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 si possa ritenere concluso il transitorio di y(t) e quindi tutti gli N punti campionati saranno esenti da distorsione, assicurando così assenza di ICI. Inoltre il primo simbolo si allargherà di una quantità TP, sovrapponendosi così al secondo prefisso ciclico, ma poiché quell’intervallo sarà poi scartato dal ricevitore, anche l’ISI è evitato.

3.5.3  Conseguenze dell’uso del prefisso ciclico sull’equalizzazione

Finora si è visto che, tranne che per un termine moltiplicativo dovuto al canale, si possano recuperare esattamente in uscita della FFT in ricezione tutti i simboli Xk inviati dal trasmettitore (si rammenta che si è scelto di porre sempre X0 = 0 nel modulatore); ciò significa implicitamente che non c’è traccia di ICI e dunque l’utilizzo di un prefisso ciclico di durata maggiore o uguale a quella della risposta impulsiva del canale elimina totalmente ISI e ICI.
Questo risultato ottenuto è di fondamentale importanza perché, oltre a mostrare l’assenza di ISI e ICI per trasmissioni OFDM con prefisso ciclico TP , indica anche come, per qualsiasi canale che abbia risposta impulsiva di durata inferiore o uguale a TP , l’effetto della distorsione lineare da esso introdotta sia semplicemente quello di moltiplicare tutti i simboli relativi al sottocanale con portante fk = k / T per un numero complesso 
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, pari alla funzione di trasferimento del canale campionata a fk  Hz. Dunque l’equalizzazione tradizionale risulta inutile, poiché in ricezione basta porre
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dove 
[image: image138.wmf]k
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 è il simbolo stimato per il canale kmo e Yk è l’uscita dalla FFT. I coefficienti 
[image: image139.wmf])

(

k

f

H

 possono essere facilmente calcolati dal demodulatore se si inviano dei simboli di test ad esso noti su tutte le sottoportanti. Infatti in questo caso si ottiene banalmente
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con Tk pari al simbolo di test. La situazione si complica leggermente per un canale tempo–variante, infatti in tale situazione è necessario inviare periodicamente i simboli di test, con una frequenza legata alla velocità di variazione dei coefficienti 
[image: image141.wmf])
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. Si conclude osservando che, se quest’ultimi non si modificano significativamente tra un simbolo ed il successivo, una codifica differenziale permette di non dover effettuare più nessun tipo di equalizzazione in ricezione (anche se, come noto, tale codifica comporta una perdita di 3 dB per il BER).

3.6   Sincronizzazione

Il maggior ostacolo di una comunicazione OFDM è la sua alta sensibilità agli errori di sincronizzazione, in particolare a quelli relativi ad un’errata ricostruzione della portante. Questi saranno di seguito brevemente analizzati insieme agli effetti derivanti dall’inesatta scelta degli istanti di campionamento in ricezione. Coerentemente con la nomenclatura adottata finora, nel corso del paragrafo si indicherà con T il tempo di simbolo e con 
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 l’intervallo di invio dati dai D/A in trasmissione.

3.6.1   Sincronizzazione degli istanti di campionamento

In questo caso il problema è quello di individuare esattamente in ricezione quando inizia il simbolo OFDM e per far ciò bisogna in generale distinguere tre fasi: rivelazione di potenza, sincronizzazione “coarse” e sincronizzazione “fine”. La prima fase stabilisce se il segnale OFDM è presente sul canale semplicemente misurando la potenza ricevuta e confrontandola con una soglia prestabilita. La seconda serve invece ad ottenere un allineamento di simbolo pari a (TC , che è ancora inaccettabile ma permette comunque il corretto funzionamento della sincronizzazione fine successiva, per la quale è necessario assumere l’errore di temporizzazione sufficientemente piccolo. Sia per la sincronizzazione coarse che per quella fine sono possibili due approcci differenti: uno basato sull’invio in trasmissione di segnali noti al ricevitore su alcuni sottocanali (pilot tones) ed un altro che utilizza invece la ridondanza introdotta dal prefisso ciclico. In questo caso innanzitutto viene calcolata la differenza tra campioni spaziati N, 
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; poiché poi quando yk appartiene al prefisso ciclico la differenza precedente è piccola, finestrando la sequenza dk con una finestra rettangolare della stessa lunghezza del prefisso si ottiene in uscita un segnale discreto con un minimo all’inizio di ogni simbolo. Se invece si utilizzano i pilot tones la sincronizzazione è più semplice, al prezzo però di una diminuzione del bit–rate effettivo, in quanto i sottocanali di sincronismo non possono più ora trasportare informazione utile. 

Verrà adesso descritto l’effetto di un’errata temporizzazione sui simboli ricostruiti in ricezione e per far ciò si supporrà di aver commesso un errore 
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 nella valutazione dell’istante di inizio simbolo (dunque è stata effettuata la sincronizzazione coarse), con la convenzione di considerare 
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 se l’istante stimato è precedente a quello effettivo.


                                                                          Inizio effettivo del simbolo ricevuto
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Fig. 3.10 Schematizzazione di un errato campionamento in ricezione.

Supponiamo di aver inviato un segnale OFDM in banda base e di trascurare gli effetti del canale. Se la sincronizzazione è perfetta ed in assenza di distorsione lineare del canale, vengono recuperati in ricezione esattamente i simboli 
[image: image146.wmf]r
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 inviati. Se ora però si introduce un errore t0 nella scelta del primo punto campionato, si può dimostrare come l’effetto dell’errato campionamento in ricezione del segnale OFDM dia luogo semplicemente ad una rotazione dei simboli recuperati, in particolare 

Per campionamento in ritardo rispetto a quello perfetto si ha 
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0

>

t

 e quindi i simboli risultano ruotati di un angolo positivo 
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Per campionamento in anticipo rispetto a quello perfetto si ha 
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 e perciò i simboli risultano ruotati di un angolo negativo 
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Si rammenta inoltre che tali risultati valgono solo per 
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 , perché altrimenti bisognerebbe considerare anche gli effetti distorcenti di ISI e ICI. Si osservi infine come i sottocanali a frequenze più elevate (quindi con indice r maggiore) siano sottoposti alle rotazioni più severe e come queste possano essere molto rilevanti già per t0 pari al 5% di TC.
3.6.1   Sincronizzazione di portante

Il problema del recupero della portante in ricezione è presente evidentemente solo per trasmissioni in banda traslata e, come verrà mostrato, risulta essere il maggior inconveniente della modulazione OFDM. Innanzitutto si ricorda come lo sfasamento 
[image: image152.wmf])

(

t

q

 tra gli oscillatori in trasmissione ed in ricezione sia causato sia dalla differenza in frequenza esistente tra i due e sia dal loro phase noise. In quest’ultimo caso 
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 può essere modellato come un processo di Wiener a media nulla, con 
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, dove ( (in Hz) denota la banda monolatera a –3 dB della densità spettrale di potenza della portante. Un’interessante analisi dimostra come la degradazione D in dB del BER derivante dal phase noise sia pari a
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con ES l’energia media per simbolo, N0 la potenza del rumore, R il baud–rate complessivo e N il numero di sottocanali OFDM. È evidente allora come, a parità di R, la modulazione OFDM sia svantaggiata di un fattore 
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 rispetto ad una usuale a portante singola. Inoltre sempre nello stesso articolo è calcolata anche la degradazione dovuta all’offset in frequenza 
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 tra gli oscillatori, che risulta essere
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In questo caso la penalizzazione dell’OFDM rispetto al caso a portante singola è pari addirittura a 
[image: image159.wmf]0
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 e dunque aumenta molto rapidamente al crescere del numero di sottocanali. È bene dare ora un’interpretazione fisica del perché la modulazione OFDM sia così sensibile ad errori di ricostruzione della portante e per far ciò le (3.19) e (3.20) verranno riscritte come
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con T pari al tempo di simbolo. È dunque chiaro come sia il rapporto tra ( o 
[image: image161.wmf]F
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 e la distanza tra le sottobande OFDM, pari a 
[image: image162.wmf]T
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, a generare la degradazione del BER. Infatti, in riferimento alla  fig. 3.11 e ricordando il significato fisico della FFT in ricezione, si può comprendere come un errore 
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 nella ricostruzione della portante dia luogo sia alla riduzione dell’ampiezza del segnale utile recuperato che all’introduzione di ICI dai canali adiacenti. Per trasmissione a portante singola, invece, si ha solo una riduzione del segnale utile, oltretutto assai inferiore di quella relativa al caso OFDM poiché ora la banda del canale è molto più estesa e dunque le conseguenze dell’offset 
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 sono fortemente attenuate.
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Fig. 3.11 Effetto di un frequency offset ( F: riduzione dell’ampiezza del segnale e ICI dai canali adiacenti.
Rammentando la (3.21), si riporta di seguito il grafico relativo alla degradazione subita dal BER in funzione del frequency offset normalizzato alla distanza tra le varie sottoportanti 
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Fig. 3.12 Degradazione del BER causata dal frequency offset per una trasmissione OFDM.

Dall’analisi della fig. 3.12 si può affermare in conclusione che, per non andare incontro a degradazioni troppo severe del BER, il carrier frequency offset deve essere inferiore al 4% della distanza tra le sottoportanti del segnale OFDM.
Un vincolo così stringente rende usualmente inattuabile il recupero di portante tramite metodologie “decision–directed”. Nelle applicazione pratiche, infatti, di solito si è costretti ad inviare la portante non modulata al centro della banda senza trasmettere informazioni su un certo numero di sottocanali adiacenti, in modo tale che al lato ricezione sia poi possibile estrarla semplicemente con un filtro passa banda seguito da un PLL. Come ovvio, però, un simile approccio riduce l’efficienza spettrale della comunicazione.
3.7   Ottimizzazione

Questa proprietà è intimamente legata alla possibilità dell'OFDM di assegnare valori di potenza differenti alle diverse portanti. 

La trasmissione numerica con una fb elevata, eseguita utilizzando una sola portante, deve necessariamente occupare una banda molto ampia; nel caso in cui H(f) presenti una elevata distorsione di ampiezza, l'equalizzazione della stessa causa una colorazione del rumore in ingresso al demodulatore, ed un peggioramento delle prestazioni. Un problema analogo nasce nel caso in cui il rumore non sia bianco, ad esempio perchè derivante da un segnale interferente. 

In entrambi i casi, la teoria di SHANNON che prevede una capacità di canale pari a 

C = Wlog2
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    in presenza di un rumore bianco, con una potenza in ingresso
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e con una potenza ricevuta 
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 in una banda (positiva) W, si modifica nel seguente modo, per tenere conto dell'andamento incostante di 
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. Considerando il canale scomposto in infinite sottobande entro le quali le densità possono ritenersi costanti, l'espressione della capacità diviene ora: 

	C = 
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in cui 
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 viene fatto variare in tutti i modi possibili e tali che 
[image: image173.wmf]()

f

rr

fI

PfdfP

Î

=

ò

, con 
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, ed If rappresenta l'insieme delle frequenze in cui è presente il segnale: If = 
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La (3.22) asserisce quindi che, nel caso in cui 
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 in ingresso al canale non sia bianco, le migliori prestazioni (fb che tende a C) si ottengono solamente sagomando la densità di potenza del segnale ricevuto in modo opportuno. 
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Fig. 3.13  Andamento ottimo di Pr(f) con il calcolo delle variazioni basato sui moltiplicatori di Lagrange

Per determinare l'andamento ottimo di 
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si ricorre allora al calcolo delle variazioni basato sui moltiplicatori di Lagrange, che fornisce la condizione 
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	(3.23)


detta anche del riempimento d'acqua perché asserisce che (vedi figura 3.13) il segnale debba essere presente in misura maggiore nelle regioni di frequenza dove il rumore è sufficientemente ridotto.

La costante è scelta in modo tale da ottenere 
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In un sistema di modulazione numerica a singola portante, 
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 non può essere modificato a piacere, in quanto il suo andamento deve essere quello legato alla particolare caratteristica di Nyquist  G(f) scelta per ottenere una ricezione priva di ISI. Nel caso dell'OFDM invece, la potenza assegnata a ciascuna portante può essere variata liberamente, ed in particolare può essere scelta in modo da realizzare le condizioni (3.23) e quindi rendere massima la velocità di trasmissione conseguibile. 

In particolare, si ottiene che la massima velocità fb è conseguibile attribuendo a tutte le portanti la medesima probabilità di errore, e quindi in definitiva determinando dei valori 
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per ogni portante n = 0, 1,..., Ñ-1 tali da rendere le Pe/n = Pe. Questo risultato può essere ottenuto sia adottando per ogni portante lo stesso numero di livelli Ln = 
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3.8   Trasmissione OFDM con codifica di canale (COFDM)

Nel paragrafo precedente abbiamo mostrato come, conoscendo la funzione di trasferimento del canale H(f)  e la potenza in ingresso al canale
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, sia possibile determinare 
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in modo da soddisfare (3.23) e rendere massima la fb. Nel caso di collegamenti tempo-varianti però, la H(f)  non è nota, ed anche se lo fosse non esiste garanzia che rimanga costante. In tal caso allora non ha senso determinare una distribuzione ottima della potenza e dei bit sulle portanti, mentre invece occorre aggiungere della ridondanza al segnale trasmesso mediante un codice di canale, allo scopo di correggere i bit errati. 

Osserviamo ora che, nel caso di una modulazione a portante singola, in presenza di una H(f) tempo-variante, il processo di equalizzazione è particolarmente complesso in quanto deve ``inseguire'' le variazioni di H(f). Se l'equalizzazione non è perfetta, insorge ISI e la trasmissione diviene rapidamente cosí piena di errori da renderne impossibile la correzione anche adottando codici di canale.

Una soluzione potrebbe allora essere quella di parallelizzare il flusso complessivo (ottenendo così una multiplazione del segnale) in N flussi ciascuno a velocità 
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, operanti in bande adiacenti di occupazione 
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, per cui la banda totale non venga complessivamente alterata. E’ questa l’idea base della modulazione OFDM.

Nel caso dell'OFDM allora l'andamento di H(f) determina un peggioramento di prestazioni solamente per quelle portanti per le quali H(f) si è ridotto. Pertanto, l'applicazione di un codice di canale al blocco di M bit che costituisce un simbolo, seguito da una operazione di scrambling, consente al lato ricevente di recuperare l'informazione trasmessa anche nel caso in cui per alcune portanti si determini un elevato tasso di errore. 

La trasmissione OFDM in cui è presente una codifica di canale prende il nome di trasmissione COFDM (Coded OFDM). 

 

3.9   Applicazioni

La tecnologia OFDM incontra vastissimi campi applicativi nelle telecomunicazioni moderne. Illustriamo brevemente tre applicazioni di cui tale tecnologia è forse il costituente fondamentale e le possibilità di sviluppo che tutt’oggi offre.

3.9.1   Tecnologia ADSL

Nei sistemi ADSL (Asymmetrical Digital Subscriber Line) per l’accesso “a larga banda” all’attuale rete fissa di telecomunicazioni attraverso i doppini telefonici in rame, una dei metodi di modulazione adottati si fonda sulla modulazione multiportante OFDM.

La trasmissione duplex (nelle due direzioni: verso l’utente, downstream, e verso la centrale, upstream) e’ effettuata in divisione di frequenza, con bande diverse per le due direzioni (i flussi nelle due direzioni sono a velocita’ diversa, avendo il traffico caratteristiche asimmetriche), e coesiste con la trasmissione del tradizionale segnale fonico. Nella banda al di sopra di quella riservata alla telefonia analogica tradizionale (4 KHz), si dispongono una serie di sottoportanti equispaziate di circa 4.3 KHz: da 25 a 125 KHz circa per la direzione utente-centrale, da 160 a 1100 KHz circa per la direzione opposta. I flussi digitali previsti arrivano fino a circa 600 kbit/s in upstream e 8 Mbit/s in downstream; i valori effettivi dipenderanno dalle caratteristiche specifiche del canale (lunghezza, disturbi di diafonia ecc.).

Si noti che sul canale telefonico analogico classico si riesce a trasmettere flussi di dati fino alla velocita’ di circa 33 kbit/s. D’altra parte, su lunghezze di doppino sufficientemente ridotte (ad esempio inferiori al km.), si puo’ spingere la velocita’ di trasmissione a valori superiori , dell’ordine dei 20 Mbit/s (sistemi VDSL, Very high bit rate Digital Subscriber Line).
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Fig. 3.15   Schema dello spettro su doppino telefonico con ADSL
3.9.2   Trasmissioni wireless in WLANs

La modulazione OFDM è utilizzata nelle LAN wireless ad alta velocità (fino a 54 Mbps), che utilizzano gli standard 802.11a (nella banda ISM attorno ai 5 Ghz) e 802.11g (nella banda attorno a 2,4 Ghz). Vengono utilizzate, similmente ad ADSL, molte frequenze (per la precisione 52), 48 delle quali per i dati e 4 per la sincronizzazione. Poiché sono presenti trasmissioni su più frequenze nello stesso momento, la tecnica è considerata una forma di diffusione di spettro, diversa però dal sistema DSSS utilizzato nell’802.11b. Per raggiungere velocità fino a 18 Mbps si usa un complesso sistema di codifica basato sulla modulazione di fase, passando a QAM per velocità maggiori. A 54 Mbps, 216 bit di dati sono codificati in simboli da 288 bit. 

OFDM è scelta anche per la sua compatibilità con il sistema europeo HiperLAN/2, che usa 64 sottoportanti in una banda di 20 MHz, con spaziatura in frequenza pari a  f=312.5 KHz. La durata del simbolo OFDM e’ pari pertanto a 
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= 3.2 s (tempo diguardia 800 ns). Il flusso totale dipende dalla modulazione M-QAM utilizzata per ogni sottoportante; con modulazione 64 QAM  (6 bit/simbolo/sottoportante), tenendo conto della perdita di capacita’ dovuta alle sottoportanti e ai dati di servizio nonche’ della ridondanza dovuta alla codifica di canale, si ottiene un flusso massimo netto pari a 54 Mb/s.

3.9.3   Multiplazione del canale per segnali a banda larga

OFDM trova vasta possibilità di utilizzo anche nelle nuove tecniche di trasmissione. L’idea base è quella di multiplare un canale anche per segnali a banda larga, ovvero modulare un segnale CDMA mediante OFDM (ovvero l’inverso che equivale). Il risultato di ciò è una Multi-Carrier-Code-Division-Multiple-Acess, (MC-CDMA ovvero OFDM-CDMA). 

Uno schema possibile di modulazione è mostrato in figura 3.16.
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Fig. 3.14  Schema di un modulatore COFDM   
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Fig. 3.16    Schema di modulazione di un segnale CDMA mediante OFDM
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